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第二节 存在性问题
【例题经典】
条件探索性问题
    例1  如图，AB⊥BC于B，DC⊥BC于C．

    （1）当AB=4，DC=1，BC=4时，在线段BC上是否存在点P，使AP⊥PD．�若存在，�求线段BP的长；如果不存在，请说明理由．

（2）设AB=a，DC=b，AD=c，那么当a，b，c之间满足什么关系时，在直线BC上存在点P，使AP⊥PD．

【分析】（1）假设AP⊥PD，有△APB∽△PDC，进而求出BP．（2）方法如（1），�但相比之下，添了分类思想．

【点评】本例为条件探索型，此类题的解法类似于分析法，假设结论成立，�逐步探索其成立的条件．

[image: image1.png]



存在探索性问题

    例2  （2006年浙江省）如图，平面直角坐标系中，直线AB与x轴，y轴分别交于A（3，0），B（0，）两点，点C为线段AB上的一动点，过点C作CD⊥x轴于点D．

    （1）求直线AB的解析式；

    （2）若S梯形OBCD=[image: image2.wmf]43

3

，求点C的坐标；

（3）在第一象限内是否存在点P，使得以P，O，B为顶点的三角形与△OBA相似．若存在，请求出所有符合条件的点P的坐标；若不存在，请说明理由．

    【评析】本题是一道存在探索性问题的题型，（1）、（2）两问是常规题，�容易解决．（3）问较难，要分不同情况考虑，首先画出符合题意的图形，�然后结合图形进行计算或推理，若能推导出符合条件的结论或计算出某些未知数的值，则表示存在；�若推出矛盾结论或求不出未知数的值，则所求的点就不存在．
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【考点精练】
1．如图，在平面直角坐标系中，点A是动点且纵坐标为4，点B是线段OA上的一个动点．过点B作直线MN平行于x轴，设MN分别交射线OA与X�轴所形成的两个角的平分线于点E、F．

    （1）求证：EB=BF；

    （2）当[image: image4.wmf]OB

OA

为何值时，四边形AEOF是矩形？并证明你的结论；

（3）是否存在点A、B，使四边形AEOF为正方形．若存在，求点A与点B的坐标；� 若不存在，请说明理由．

[image: image5.png]



2．（2005年辽宁省）如图，Rt△OAC是一张放在平面直角坐标系中的直角三角形纸片，点O与原点重合，点A在x轴上，点C在y轴上，OC=[image: image6.wmf]3

，∠CAO=30°，将Rt△OAC�折叠，�使OC边落在AC边上，点O与点D重合，折痕为CE．

    （1）求折痕CE所在直线的解析式；

    （2）求点D的坐标；

（3）设点M为直线CE上的一点，过点M作AC的平行线，交y轴于点N，是否存在这样的点M，使得以M、N、D、C为顶点的四边形是平行四边形？若存在，请求出符合条件的点M的坐标；若不存在，请说明理由．

[image: image7.png]



3．如图所示的平面直角坐标系中，有一条抛物线y=ax2+bx+c交x轴于A、B两点，交y轴于点C，已知抛物线的对称轴为x=1，B（3，0），C（0，-3）．

    （1）求二次函数y=ax2+bx+c的解析式；

（2）在抛物线对称轴上是否存在一点P，使点P到B、C两点距离之差最大？若存在，求出P点坐标；若不存在，请说明理由．

[image: image8.png]



4．如图，AB是⊙O的直径，MN是⊙O的切线，C为切点，AC=6cm，AB=10cm．

    （1）试猜想∠ACM与∠B的大小有什么关系？并说明理由．

（2）在切线MN上是否存在一点D，使得以A、C、D为顶点的三角形与△ABC相似？若存在，请确定点D的位置；若不存在，请说明理由．
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5．（2006年龙岩市）如图，抛物线y=ax2+bx过点A（4，0），正方形OABC的边BC�与抛物线的一个交点为D，点D的横坐标为3，点M在y轴负半轴上，直线L过D、M�两点且与抛物线的对称轴交于点H，tan∠OMD=[image: image10.wmf]1

3

．

    （1）写出a，b的值：a=_____，b=______，并写出点H的坐标（______，______）．

（2）如果点Q是抛物线对称轴上的一个动点，那么是否存在点Q，使得以点O，M，�Q，H为顶点的四边形是平行四边形？若存在，求出点Q的坐标；若不存在，请说明理由．

[image: image11.png]



6．（2006年莆田市）已知：如图，抛物线经过A（-3，0），B（0，4）和C（4，0）三点．

    （1）求抛物线的解析式；

    （2）已知AD=AB（D在线段AC上），有一动点P从点A沿线段AC以每秒1�个单位长度的速度移动；同时另一动点Q以某一速度从点B沿线段BC移动，经过t秒的移动，线段PQ被BD垂直平分，求t的值；

（3）在（2）的情况下，抛物线的对称轴上是否存在一点M，使MQ+MC的值最小？�若存在，请求出点M的坐标；若不存在，请说明理由．（注：抛物线y=ax2+bx+c的对称 轴为x=-[image: image12.wmf]2

b

a

）
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7．如图，已知抛物线L1：y=x2-4的图像与x轴交于A、C两点．

    （1）若抛物线L1与L2关于x轴对称，求L2的解析式；

    （2）若点B是抛物线L1上的一个动点（B不与A、C重合），以AC为对角线，A、B、C�三点为顶点的平行四边形的第四个顶点定为D，求证：点D在L2上；

（3）探索：当点B分别位于L1在x轴上、下两部分的图像上时，平行四边形ABCD的面积是否存在最大值和最小值？若存在，判断它是何种特殊平行四边形，�并求出它的面积；若不存在，请说明理由．
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8．（2006年无锡市）如图，在等腰梯形ABCD中，AB∥DC，AB=8cm，CD=2cm，AD=6cm，点P从点A出发，以2cm/s的速度沿AB向终点B运动；点Q从点C出发，以1cm/s的速度沿CD、DA向终点A运动（P、Q两点中，有一个点运动到终点时，所有运动即终止），设P、Q同时出发并运动了t秒．

    （1）当PQ将梯形ABCD分成两个直角梯形时，求t的值；

    （2）试问是否存在这样的t，使四边形PBCQ的面积是梯形ABCD面积的一半？若存在，求出这样的t的值，若不存在，请说明理由．
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答案:
例题经典  

例1．（1）如果存在点P，使AP⊥PD，那么∠APD=90°，

∴∠APB+�∠CPD=90°，∵AB⊥BC，DC⊥BC，

∴∠B=∠C=90°，∴∠APB+∠BAP=90°．∴∠BAP=∠CPD，

∴△APB∽△PDC，∴[image: image16.wmf]ABBP

PCCD

=

．

设BP=x，则PC=4-x，∴[image: image17.wmf]4

41

x

x

=

-

，解得x=2，

∴在线段BC上存在点P，使AP�⊥PD，此时，BP=2．  

[image: image18.png]



（2）如果在直线BC上存在点P，使AP⊥PD，

那么点P在以AD为直径的圆上，且圆的半径为[image: image19.wmf]1

2

c，

取AD的中点O，过点O作OE⊥BC，垂足为E．
∵∠B=∠OEC=∠C=90°，

∴AB∥OE∥DC．∵AO=DO，∴BE=CE，

∴OE=[image: image20.wmf]1

2

（AB+DC）=[image: image21.wmf]1

2

（a+b），

当OE<c，即a+b<[image: image22.wmf]1

2

c时，以AD�为直径的圆与直线BC相交，

此时，存在⊙O和直线BC的交点P1、P2，使AP1⊥P1D，AP2⊥P2D，

�当OE=[image: image23.wmf]1

2

c，即a+b=c时，以AD为直径的圆与直线BC相切．

此时，存在切点P，使AP⊥PD．

∴当OE>[image: image24.wmf]1

2

c时，即a+b>c时，以AD为直径的圆与直线BC相离．

此时，在直线BC上不存在点P，�使AP⊥PD．

综上，当a+b≤c时，在直线BC上存在点P，使AP⊥PD．

例2．（1）直线AB解析式为：y=-[image: image25.wmf]3

3

x+[image: image26.wmf]3

．  

（2）设点C坐标为（x，-[image: image27.wmf]3

3

x+[image: image28.wmf]3

），那么OD=x，CD=-[image: image29.wmf]3

3

x+[image: image30.wmf]3

．

∴S梯形OBCD=[image: image31.wmf]()

2

OBCDOD

+´

=-[image: image32.wmf]3

6

x2+[image: image33.wmf]3

．

由题意：-[image: image34.wmf]3

6

x2+[image: image35.wmf]3

=[image: image36.wmf]43

3

，解得x1=2，x2=4（舍去），∴（2，[image: image37.wmf]3

3

）．  

（3）当∠OBP=Rt∠时，如图：

①若△BOP∽△OBA，则∠BOP=∠OBA=60°，BP=[image: image38.wmf]3

OB=3，∴P1（3，[image: image39.wmf]3

）  

[image: image40.png]


        [image: image41.png]P,




                     ①                           ③

②若△BPO∽△OBA，则∠POB=∠BAO=30°，BP=[image: image42.wmf]3

3

OB=1，∴P2（1，[image: image43.wmf]3

）．

当∠OPB=Rt∠时  
③过点O作OP⊥BC于点P（如图），

此时△PBO∽△OBA，∠BOP=∠BAO=30°，过点P作PM⊥OA于点M．

在Rt△PBO中，BP=[image: image44.wmf]1

2

OB=[image: image45.wmf]3

2

，OP=[image: image46.wmf]3

BP=[image: image47.wmf]3

2

．

∵在Rt△PMO中，∠OPM=30°，

∴OM=[image: image48.wmf]1

2

OP=[image: image49.wmf]3

4

；PM=[image: image50.wmf]3

OM=[image: image51.wmf]33

4

，∴P3（[image: image52.wmf]3

4

，[image: image53.wmf]33

4

）  

④若△POB∽△OBA（如图），则∠OBP=∠BAO=30°，∠POM=30°，

∴PM=[image: image54.wmf]3

3

OM=[image: image55.wmf]3

4

，∴P4（[image: image56.wmf]3

4

，[image: image57.wmf]3

4

）（由对称性也可得到点P4的坐标）．

当∠OPB=Rt∠时，点P在x轴上，不符合要求，

综合得，�符合条件的点有四个，分别是：

P1（3，[image: image58.wmf]3

），P2（1，[image: image59.wmf]3

），P3（[image: image60.wmf]3

4

，[image: image61.wmf]33

4

），P4（[image: image62.wmf]3

4

，[image: image63.wmf]3

4

）．

考点精练  
1． 解：（1）如图①，∵OF是角平分线，∴∠1=∠2，

∵MN平行于x轴，∴∠3=∠1，∴∠2=∠3，∴BO=BF．

同理可证BO=BE，∴BE=BF．

[image: image64.png]y A
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（2）当[image: image65.wmf]OB

OA

=[image: image66.wmf]1

2

时，四边形AEOF是矩形，∵[image: image67.wmf]OB

OA

=[image: image68.wmf]1

2

，

∴OB=AB．又∵BE=BF，∴四边形AEOF是平行四边形，

∵OE、OF是角平分线，∴∠EOF=90°，∴四边形AEOF是矩形．

（3）如图②，∵MN平行于x轴，

∴当A点在y轴时，即A点坐标为（0，4）时，有OA⊥EF，�

此时，取OA的中点，由（2）知四边形AEOF是矩形，

∴四边形AEOF是正方形，

∴存在点A（0，4），B（0，2），使四边形AEOF为正方形．
2．（1）直线CE的解析式为y=-[image: image69.wmf]3

x+[image: image70.wmf]3

  

（2）D（[image: image71.wmf]3

2

，[image: image72.wmf]3

2

）  

（3）（若此点在第四象限）M1（[image: image73.wmf]3

2

，-[image: image74.wmf]3

2

），（�若此点在第二象限）M2（-[image: image75.wmf]3

2

，[image: image76.wmf]53

2

）

3．（1）y=x2-2x-3  

（2）在抛物线对称轴上存在一点P，使点P到B、C�两点的距离之差最大．

作直线AC交抛物线对称轴于点P，连结PB，

∵对称轴x=1是线段AB�的垂直平分线，∴PB=PA，

∴PB-PC=PA-PC=AC．（线段AC为差值最大值），

设直线AC的解析式为y=�kx+b．把A（-1，0），C（0，-3）

代入上式，得[image: image77.wmf]0

3

kb

b

-+=

ì

í

=-

î

，∴k=-3，b=-3，

∴直线AC的解析式为：y=-3x1-3，�

当x=1时，y=-3×1-3=-6，

∴点P的坐标为（1，-6）．

[image: image78.png]



4．（1）∠ACM=∠B，连结OC，利用圆的切线性质和等腰三角形的性质可证得结论．

（2）存在两个点D1、D2，使得以A、C、D为顶点的三角形与△ABC相似．

过点A作AD1⊥MN于D1，过点A作AD2⊥AC交MN于D2．

由相似三角形对应边成比例可分别求得CD1和CD2的长．

5．（1）a=-[image: image79.wmf]4

3

，b=[image: image80.wmf]16

3

，H（2，1）  

[image: image81.png]



（2）答：存在这样的点Q，使得点O、M、Q、H为顶点的四边形为平行四边形．

由题意可知，△MDC是直角三角形，CD=3，OC=4，∵tan∠OMD=[image: image82.wmf]1

3

，

∴[image: image83.wmf]CD

CM

=[image: image84.wmf]1

3

，�∴CM=9，∴OM=9-4=5．

①要使OMQH是平行四边形，由题意知OM∥HQ，只须OM=OQ，

∵点H�的坐标是1，∴点Q1（2，-4）  

②要使OMHQ是平行四边形，由题意知OM∥HQ，只须OM=HQ，�

∵点H的坐标是1，∴点Q2（2，6）．

6．解：设抛物线的解析式为y=ax2+bx+c（a≠0），

根据题意得：c=4，且[image: image85.wmf]1

9340
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3
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解得

，

∴所求的抛物线的解析式为y=-[image: image86.wmf]1

3

x2+[image: image87.wmf]1

3

x+4．  

[image: image88.png]



（2）连结DQ．在Rt△AOB中，AB=[image: image89.wmf]2222

34

AOBO

+=+

=5，

∴AD=AB=�5，�∵AC=AO+CO=3+4=7，∴CD=AC-AD=7-5=2．

∵BD垂直平分PQ，∴PD=QD，PQ⊥BD，∴∠PDB=∠QDB，

∵AD=AB，∴∠ABD=∠ADB，∵∠ABD=∠QDB，∴DQ∥AB，

∴∠CQD=∠CBA，∠CDQ=�∠CAB，

∴△CDQ∽△CAB，∴[image: image90.wmf]210

,

577

DQCDDQ

DQ

ABCA

===

即

．

∴AP=AD-DP=AD-DQ=5-[image: image91.wmf]10

7

=[image: image92.wmf]25

7

，t=[image: image93.wmf]25

7

÷1=[image: image94.wmf]25

7

（秒），

∴t的值为[image: image95.wmf]25

7

秒．（3）答：对称轴上存在一点M，使MQ+MC的值最小．

理由：∵抛物线的对称轴为：x=-[image: image96.wmf]2

b

a

=[image: image97.wmf]1

2

，�

∴A（-3，0），C（4，0）两点关于直线x=[image: image98.wmf]1

2

对称．

连结AQ交直线x=[image: image99.wmf]1

2

于点M，则MQ+MC的值最小．�

过点Q作QE⊥x轴，垂足为E，∴∠QED=∠BOA=90°，

∵DQ∥AB，∴∠BAO=∠QDE，∴△DQE∽△ABO，

∴[image: image100.wmf]10

7

453

QEDQDEQEDE

BOABAO

====

即:.

，

∴QE=[image: image101.wmf]8

7

，DE=[image: image102.wmf]6

7

，OE=OD+DE=2+[image: image103.wmf]6

7

=[image: image104.wmf]20

7

，∴Q（[image: image105.wmf]20

7

，[image: image106.wmf]8

7

），

设直线AQ的解析式为y=kx+m（k≠0），则[image: image107.wmf]8

208

41
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∴直线AQ的解析式为y=[image: image108.wmf]11
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联立得

，

∴M（[image: image109.wmf]1

2

，[image: image110.wmf]28

41

），则：在对称轴上存在点M（[image: image111.wmf]1

2

，[image: image112.wmf]28

41

），使MQ+MC值最小．

7．解：设L2的解析式为y=a（x-h）2+k，

∵L1与x轴的交点A（-2，0），C（2，0），顶点坐标是（0，-4），

L1与L2关于x轴对称，∴L2过A（-2，0），C（2，0），顶点坐标是（0，4），

∴y=ax2+4，∴0=4a+a得a=-1，∴L2的解析式为y=-x2+4．  

（2）设B（x1，y1），∵点B在L1上，∴B（x1，x12-4），

∵四边形ABCD是平行四边形，A、C关于0对称，∴B、D关于0对称，

∴D（-x1，-x12+4），将D（-x1，-x12+4）的坐标代入L2：y=-x2+4，∴左边=右边，

∴点D在L2上．  

（3）设平行四边形ABCD的面积为S，则S=2×S△ABC=AC×│y1│=4│y1│，

a．当点B在x轴上方时，y1>0，

∴S=4y1，�它是关于y1的正比例函数且S随y1的增大而增大，

∴S既无最大值也无最小值．

b．当点B在x�轴下方时，-4≤y1<0，

∴S=-4y1，它是关于y1的正比例函数且S随y1的增大而减小，

∴当y1=-4时，�S有最大值16，但它没有最小值．

此时B（0，-4）在y轴上，它的对称点D也在y轴上，

∴AC⊥BD，∴平行四边形ABCD是菱形，此时S最大=16．

8．解：（1）过D作DE⊥AB于E，过C作CF⊥AB于F，如图1，

∵ABCD是等腰梯形，�∴四边形CDEF是矩形，∴DE=CD．

又∵AD=BC，∴Rt△ADE≌Rt△BCF，AE=BF．

又CD=2cm，AB=8cm，∴EF=CD=cm，AE=AF=[image: image113.wmf]1

2

（8-2）=3cm．

若四边形APQD是直角梯形，则四边形DEPQ为知形，

∵CQ=t，∴DQ=EP=2-t，∵AP=AE+EP，

∴2t=3+2-t，∴t=[image: image114.wmf]5

3

秒．

[image: image115.png]QC
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[image: image116.png]



（2）在Rt△ADE中，DE=[image: image117.wmf]369

-

=3[image: image118.wmf]3

（cm），

S梯形ABCD=[image: image119.wmf]1

2

（8+2）×3[image: image120.wmf]3

=15[image: image121.wmf]3

（cm2）．

当S四边形PBCQ=[image: image122.wmf]1

2

S梯形ABCD时，①如图2，

若点Q�在CD上，即0≤t≤2，则CQ=t，BP=8-2t．

S四边形PBCQ=[image: image123.wmf]1

2

（t+8-2t）×3[image: image124.wmf]3

=[image: image125.wmf]153

2

．解之得t=3（舍去）． 

②如图3，若点Q在AD上，即2<t≤4，

过点Q作HG⊥AB于G，交CD的延长线于H．
由图1知：sin∠ADE=[image: image126.wmf]1

2

AE

AD

=

，∴∠ADE=30°，则∠A=60°．

在Rt△ADG中，AQ=8-t，QG=AQ·sin60°=[image: image127.wmf]3(8)

2

t

-

，

在Rt△QDH中，∠QDH=60°，DQ=t-2，QH=DQ·sin60°=[image: image128.wmf]3(2)

2

t

-

．

由题意知，

S四边形PBCQ=S△APQ+S△CDQ=[image: image129.wmf]1

2

×2t×[image: image130.wmf]3(8)

2

t

-

+[image: image131.wmf]1

2

×2×[image: image132.wmf]3(2)

2

t

-

=[image: image133.wmf]153

2

，

即t2-9t+17=0，�解之得t1=[image: image134.wmf]913

2

+

（不合题意，舍去），t2=[image: image135.wmf]913

2

-

．

答：存在t=[image: image136.wmf]913

2

-

，使四边形PBCQ的面积是梯形ABCD�面积的一半．
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